O NEKIM VISESTRUKIM INTEGRALIMA

ZORAN D. MITROVIC

1. UvoD

Ovaj rad je motivisan rezultatima izlozenim u ¢lanku [3], gdje se, koriste¢i metode
teorije vjerovatnoce, racunaju neki integrali koje nije, po misljenju autora, jednostavno
izracunati koristec¢i tehnike koje se izucavaju u standardnom kursu matematicke analize.
Autor ¢lanka postavlja problem da se dati integrali izracunaju bez teorije vjerovatnoce.
Koriste¢i metode iznesene u tom c¢lanku kao i druge postupke koji se koriste u teoriji
vjerovatnoce, racunamo neke klase visestrukih integrala i pokazujemo neke sumacione
formule.

U ovom dijelu uvodimo neke pojmove koji se obraduju u standardnim kursevima teorije
vjerovatnoce i matematicke statistike, a koji su nam neophodni za dalji rad.

1.1. Sluéajne promjenljive. U klasi¢noj teoriji vjerovatnoce osnovni pojam je slucajni
dogadjaj. Savremena teorija vjerovatnoce je teorija slucajnih promjenljivih. U opitu se
svakom ishodu moze pridruziti neki realan broj. To nas dovodi do definicije slucajne
promjenljive. Neka je ) prostor elementarnih dogadjaja i F o—polje dogadjaja na €2. Za
funkciju X : Q — R za koju vrijedi

{weQ: X(w) <z} eFzasvereR,

kazemo da je slu€ajna promjenljiva (veli¢ina). Dogadjaj {w € Q : X (w) < x} krace
oznacavamo sa {X < x}. Slucajna promjenljiva X je diskretnog tipa (diskretna) ako
je skup X(Q) prebrojiv. Diskretna slu¢ajna promjenljiva X je opisana ako se zna skup
X(Q) ={x; : 1 € I}, gdje je I prebrojiv skup i ako se znaju vjerovatnoce

pi=P{lweQ: X(w)=u},iel

Zakon raspodjele diskretne slucajne promjenljive X dat je tabelom

X-(xl To - Tp )
b1 P2 - DPn
Ovde je

icl iel

Neka je X : Q — R sluc¢ajna promjenljiva. Funkcija ' : R — R definisana sa
F(z)=Plwe: X(w) <z},

naziva se funkcija raspodjele slucajne promjenljive X. Slucajna promjenljiva X je

neprekidnog tipa ako postoji nenegativna integrabilna funkcija f : R — R takva da je

F(x) = / f(t)dt, za svaki z € R.

Funkcija f je gustina raspodjele vjerovatnocéa slucajne promjenljive X. U nekim
slucajevima ishodu nekog opita mozemo pridruziti vise numerickih karakteristika. Na
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primjer, tacka pogotka mete moze da se opiSe sa dvije slu¢ajne promjenljive, apscisom i
ordinatom. Ovakvi primjeri nas dovode do pojma viSedimenzionalne slu¢ajne prom-

jenljive. Funkcija X = (Xy,...,X,): Q — R” je n—dimenzionalna slu¢ajna prom-
jenljiva (slucajni vektor), ako je za svaki i € {1,...,n} funkcija X; slucajna prom-
jenljiva. Ako su X;, i € {1,...,n} diskretne (neprekidne) slucajne promjenljive onda je

X diskretna (neprekidna) n—dimenzionalna slu¢ajna promjenljiva.

1.2. Matematicko oc¢ekivanje i varijansa. Neka je X diskretna slucajna promjenljiva
¢iji je zakon raspodjele vjerovatnoca dat sa

X: xl x2 ... xn PR ‘
pl p2 o .. pn DRI

Matematicko ocekivanje slucajne promjenljive X je broj

+00
n=1

ako je dati red apsolutno konvergentan.
Za neprekidnu slucajnu promjenljivu sa gustinom raspodjele f, matematicko ocekivanje
definiSe se sa
+oo

B = [ af(s
ako je integral apsolutno konvergentan.
Neka je X slucajna promjenljiva i ¢ : R — R data funkcija. Ako je X diskretnog tipa
onda je

E(9(X))=>_ g(xn)pn-

U slucéaju da je X neprekidnog tipa sa gustinom f onda je

+oo
EGX) = [ o) f(a)d.
Ako je (Xi,...,X,) n—dimenzionalna slu¢ajna promjenljiva neprekidnog tipa sa funkci-
jom gustine vjerovatnoca f(xy,...,z,) 1Y = g(Xi,...,X,), matematicko ocekivanje

E(Y) mozemo racunati na jedan od sljedeéa dva nacina. Mozemo direktno ra¢unati

+0o0 +o00
Eg(Xy,...,X,) = / /g(xh...,xn)f(xl,...,:pn)dg;l...dxn
ili mozemo odrediti funkciju gustine vjerovatnoéa fy (y) slucajne promjenljive Y i
+oo
Bg(X1,... %) = [ utelo)dy

Na taj nacin dobijamo
+o0 + o0

(1.1) /"-/Oog(;z:l,...,xn)f(ajl,...,xn)d:r1~'da:n: /yfy(y)dy.

o0 —0o0
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U slucaju da je (X3, ..., X,) n—dimenzionalna slu¢ajna promjenljiva diskretnog tipa na
slican nacin dobijamo

(1.2) Z---Zg(ml,...,xn)P(Xl =z,..., Xy =1,) = ZyP(Y =),

gdjejesa P(Y =),y € g(X1(2),..., X,(Q)), dat zakon raspodjele sluc¢ajne promjenljive
Y =g(Xy,...,X,). Formule (1.1) i (1.2) su kljucne za rezultate koje izlazemo ovdje.
Neka je X slucajna promjenljiva sa matematickim oc¢ekivanjem F(X). Varijansa ili dis-
perzija slucajne promjenljive X definiSe se kao matematicko ocekivanje slucajne prom-
jenljive (X — E(X))?, to jest

Var(X) = BE(X — E(X))?
1.3. Karakteristi¢ne funkcije. Karakteristicna funkcija h slucajne promjenljive X
je funkcija h : R — C,
h(t) = E(e").
Ako je f gustina sluc¢ajne promjenljive X, tada je

“+oo

)= [ o

— 00

a ako je sa pr = P(X = z},) dat zakon raspodjele diskretne slu¢ajne promjenljive X, onda
je
h(t) = Z ek py.
k

2. VISESTRUKI INTEGRALI

Koristec¢i prethodno uvedene pojmove izracuna¢emo neke visestruke integrale.

2.1.

1 1
1 €T 5122—4-:02—‘,-m+acgL
— // ! e_%dﬂd@---dmn.
(2m)z T1+ a0+ ...+,
0 0

Dati integral predstavlja matematicko ocekivanje slucajne promjenljive

Xy
)/1 = )
X1_|_X2_|_..._|_Xn
gdje su slucajne promjenljive X7, Xo, ..., X,, nezavisne i sa istom normalnom raspodjelom

N(0,1). Kako je
EYi+---+Y,)=E1) =1,
EY)) =--- = E(Y,),
gdje je
- X k
Xi+Xo+- -+ X,

Y

imamo

1
E(YI) = E?
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pa vrijedi,
! ! 2 2 2
1 e tagto oy 1
~ // 1 ei%d,fld.fé"'dl‘n:_-
(2m)z T1t+xo+ -+, n
0 0
2.2.
1 1 \ 1
n €T1--- a’;n -
// (21 ) dry---dry,, A >0,n > 2.
In(zy - z,)
0 0
Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne promjenljive sa istom funkcijom gustine raspodjela

A 2 e (0,1),
f@—{ 0, ¢(01).

Definisimo slu¢ajnu promjenljivu
. -1
= (Z In Xi> :
i=1

Kako su X7, ..., X, nezavisne slucajne promjenljive, za funkciju gustine slucajnog vektora
(X1,...,X,) imamo

Flan,mn) =[] flx) = N1 20)* 2 € (0,1)

)\n )\ 1
/ / (21 dxy - dx,.
ln [El )
Ako slu¢ajna promjenljiva X ima funkcuu gustine raspodjela vjerovatnoca
Azrt e (0,1),

=1 T
onda slucajna promjenljiva W = —In X ima eksponencijalnu raspodjelu, pri ¢emu je
funkcija gustine fy (w) data sa

d
fww) = fle™) e | = Me ™) — ™| = Ae™™, w > 0.
dw
Kako su Xy, ..., X, nezavisne slucajne promjenljive i W; = —In X;,7 = 1,...,n su neza-
visne. Dalje, kako su W7y, ..., W, nezavisne slucajne promjenljive sa istom eksponencijal-
n

nom raspodjelom sa parametrom 1/A, slu¢ajna promjenljiva ) | W; ima gama raspodjelu
i=1
sa parametrima 1/\ i n. Prema tome, slu¢ajna promjenljiva

— i In Xi,
i=1
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ima funkciju gustine datu sa

)\nunflef)\u > 0
— T o 4=
Ju(u) { 0, w<0,
i + 1,-A
LN e M
E(Y)=E(-1/U) = ——
) = B0 = [ e
1 Foo Al'(n —1 A
— / )\nun—Qe—)\udu — (n ) — _ ]
I'(n) Jo I'(n) n—1
2.3. - -
nl(q ... (1 1-X
//)\[( ta)- (L 2] dry---drp,, A >0,n> 2.
In[(1+x1) - (14 z,)]
0
Neka su Xy, ..., X, slucajne promjenljive sa istom funkcijom gustine raspodjela vjerovatnoca
CAA+2)" M g >0,
flz) = { 0, z < 0.

Definisimo slu¢ajnu promjenljivu

Y = (Zn:ln(l —|—Xi)> :

Kako su Xi,..., X, nezavisne slucajne promjenljive, za funkciju gustine vjerovatnoca
slucajnog vektora (X7, ..., X)) imamo

f(xh s 7xn) = ﬁf(xl) = An[(l +$1) T (1 + xn)]i()\+1)7xi >0

E (zn: In(1 +Xz-)>_
= / . / (i In(1+ :UZ)> A1+ x1) - (14 20)] "M Vday - - - day,

0
00 00

—/.../)‘n[(l+x1)~~(1+xn)]—(A+1)

N In[(14+z1) - (1+x,)]

dzry---dx,.

0 0
Ako slucajna promjenljiva X ima funkciju gustine

A+ 2)" MY >0,
f(x) _ { 07 T S 07
onda sluc¢ajna promjenljiva W = In(1+4 X) ima eksponencijalnu raspodjelu sa parametrom

A, to jest, za gustinu raspodjele vjerovatnoca fy (w) slucajne promjenljive W vrijedi

d

= fle¥ — 1) |—
fw(w) = f(e* =1) |-
Kao i ranije u 2.2. slucajna promjenljiva

U= iln(l + X;)

=1

(e¥ —1)| = Ae” M| = Xe™™ w > 0.
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ima gama raspodjelu sa parametrima 1/A i n i

+o0 1 \» n—1,—A\u
E(Y):E(l/U):/O A

u  [(n)
1 oo Al(n —1 A
— / )\nun72€7)\udu — (n ) —
I'(n) Jo I'(n) n—1
Dakle,
I 14 2,)]1=> A
/ / ) (14 )] dry---dx, = )
In[(1+ ) (1 +2,)] n—1
0 0
2.4.
1 1
/---/min{xl,...,xn}dxywdac
0 0
Neka su X1, ..., X, nezavisne slu¢ajne promjenljive sa istom uniformnom raspodjelom na
[0,1]. U tom slucaju za gustinu raspodjele vjerovatnoca slucajnog vektora (Xi,...,X,)
imamo

flzy,...,x,) =1Lz; €[0,1],i=1,...,n,
pa za slucajnu promjenljivu
Y =min{Xy,..., X,},

1 1
E(Y):/"'/min{xl,...7g;n}dx1...dxn.
0 0

Odredimo gustinu raspodjele vjerovatnoca fy(y) slu¢ajne promjenljive Y. Za funkciju
raspodjele vjerovatnoca Fy (y) imamo
Fy(y)=PY <y) = P(min{X,,..., X,} <vy)
=1—Pmin{Xy,.... X, } >y)=1—-P(X;>y,..., X, >y),

pa zbog nezavisnosti dobijamo

Fy(y) =1-P(X,>y)---P(Xp,2>2y)=1-(1—-y)",y€[0,1],

odavde,
dF _
fr(y) = g(y) =n(l—y)" " yel0,1],
Y
pa je
1 1 . 1

E(Y) = dy = 1—y)" dy = .

)= [Cufvdy=n [y =y = —
Dakle,

1 1
1
oo [ min{ey, .z ey - day, — .
/ /mln{xl, , Tp dxq Tn =
0 0

3. SUMACIONE FORMULE

Na kraju, pokaza¢emo neke sumacione formule koriste¢i metode teorije vjerovatnoce.
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3.1.

2
" k2 (n "k (n n
Zz—(k) - (ZQ_(k>> =1
k=0 k=0
Neka su X i Y nezavisne slu¢ajne promjenljive sa Poissonovom raspodjelom P(\).
Odredimo E(X|X +Y =m) i Var(X|X +Y =m).
Imamo
P{X=kX+Y =m}
P{X+Y =m}
Dalje, kako je P{X = k, X +Y = m} = P{X = k,Y = m — k}, zbog nezavisnosti
slucajnih promjenljivih X i Y je

P{X =kX+Y =m}= k=0,1,....m

P{X=kX+Y =m}= (7:))\—'6_2’\%:0,1,...,771
m!

Osim toga,
CAN™ o

e
m!

P{X+Y:m}:iP{X:i}P{Y:m—i}:

1=0

Sada je

my AT 9
( )m'e _ 1 m
Znaci X|X +Y = m ima binomnu raspodjelu B(m, 5), pa je
E(X|X +Y =m) = %,Var(X|X +Y =m) =2

S druge strane,

E(X|X+Y:m):§2ﬁm(7:>
(S50

Var(X|IX +Y =m) = zm:ki(m)
=2 k
Xn:kQ ( n ) ( A )k< 0 )nk: )\n(An—i—u)‘
P k A+ A (A4 p)?
Pretpostavimo da su slu¢ajne promjenljive Xy, ..., X} medjusobno nezavisne i vazi
X;:PN),i=1,... k.
Odredimo matematicko ocekivanje i varijansu za slu¢ajnu promjenljivu
X1+ + X)X+ + X =n,j <k

Koriste¢i matematicku indukciju jednostavno se pokaze da ako nezavisne slu¢ajne prom-
jenljive X1,..., X, imaju Poissonove raspodjele P(A;),...,P(\,) respektivno da tada
m m

pa dobijamo 3.1.
3.2.

slucajna promjenljiva Y X; ima Poissonovu raspodjelu P(>_ ;). Ako sada stavimo da je
i=1 i=1
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imamo da je
, P{X =i}P{Y =n—1i}
{ X n P{X+Y =n}

pa je

A\ Y N”*'L —u 7 n—i
. Y L ol S AW A a

n!

J n
gdjeje A=>"Nip= > A\

i=1 i=j+1
Zmaci, (X7 + -+ X;)| X1 + - - - + X} = n ima binomnu raspodjelu B (n, iiiif{i), pa je
AL+ A
E(X;+ -+ X)X+ Xpo=n)=n -—on "
(( 1 J)| 1 k ) A4+ N

‘)\1+"'+Aj')\j+1+'..+)\k
Mt Mt A
Na osnovu ovoga i formule Var(X) = E(X?) — E*(X), dobijamo 3.2.

3.3.

Var(Xa+---+X)|Xa+--+Xpe=n)=n

.y 11 . 1
Zﬂ(“ﬂ*i‘"'“‘” k'<n—k)!):

Definisimo diskretnu slucajnu promjenljivu X na sljede¢i nac¢in. Pretpostavimo da se
n kuglica nalazi u n kutija. Sve kuglice su izvadjene iz kutija i na slu¢ajan nacin vracene,
neka je X broj kuglica koje se nalaze na prvobitnim mjestima. Izracunajmo FE(X).
Neka je
¥ — { 1, ako je i—ta kuglica na prvobitnom mjestu,
! 0, ako i—ta kuglica nije na prvobitnom mjestu.

Za svaku fiksiranu kuglicu, vjerovatnoca da se nalazi na prvobitnom mjestu je %, to jest

1 0 .
Xi:(l 1_l>7paJe

E(X;) = %, (i=1,...,n).
Posto je X = X; +---+ X, to je E(X):n-%zl.
Koriste¢i standardan na¢in imamo E(X) = zn: EP{X =k}
Vjerovatnoéu P{X = k} dobijamo koriste¢i ]}ggmulu

P (U AZ-) =Y P(A)— > P(AA)+-+ (-1)FP(Ar.. Ay).

1<i<j<k

Lako se dobije

pa je
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Na taj nacin smo pokazali da je

iﬁ -1l + (=)™ F S
k! 2 (n—Fk)!) 7

to jest vrijedi 3.3.
3.4.

S ( " )p’fu — p)"* = np+ 3n(n — 1p? + nfn — 1)(n — 25"

Neka X ima binomnu raspodjelu B(n, p). Karakteristi¢na funkcija slu¢ajne promjenljive

X je '
h(t) = (pe" +1—p)".
Kako je
h(3)(0)
E(X3) = i—37
nakon diferenciranja dobijamo da je
E(X?)=np+3n(n—1)p* +n(n —1)(n —2)p°.

Odavde koriste¢i definiciju matematickog ocekivanja dobijamo formulu 3.4.
Na slican nac¢in se moze pokazati i sljede¢a formula.

3.5.

n (m)
k=0

gdje je h(t) = (pe" + 1 —p)".

Napomena. Jedna varijanta integrala 2.1 nalazi se u knjizi [2] (zadatak 3. 23). Integrali

2.2 0 2.3 su rijeseni u ¢lanku [3]. Sumaciona formula 3.2 je posljedica zadatka 3. 18 u

[2], a sumaciona formula 3.3 se nalazi u knjizi [1] i pokazana je u zadatku 3.19 u [2].
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