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Ekstremne vrijednosti pojedinih funkcija mogu se odrediti i bez poznavanja
njihovih izvoda. Za mladog matematic¢ara srednjoSkolca korisnije je da pomenute
probleme rjeSava elementarnim metodama, jer mu one proSiruju pogled na
matematicku metodologiju, razvijaju logicko misljenje i obogaéuju matematicku
kulturu.

Veliki broj ekstremalnih problema moze se prikladnim dosjetkama rijesiti i
elementarnim putem.

Ovdje ¢emo navesti 1 dokazati rjeSenje vaznog takozvanog opSteg zadatka sa
ekstremima, te pokazati njegovu primjenu u elementarnom rjeSavanju zadataka sa
maksimumom i minimumom. Tzv. opsti zadatak sa ekstremima i njegovo rjesenje
¢emo iskazati u obliku teoreme.

Ova teorema je jako korisna, jer se ucenik srednje Skole tek u cetvrtom razredu
susrece sa pojmom izvoda i metodama diferencijalnog racuna.

U dokazu c¢emo koristiti poznatu mnejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine n brojeva sa teZinama:

(%) P g P2 g P <(P1t1 TPyt t P,
1 2 t n -
ptp,+..tp,

Jpl +p2t+.tpp

Teorema 1: (a) Ako je a;x; + apxp +...+ a,x, = S = const. , tada je najveca moguca

vrijednost izraza

x1P1 xpP2 .. x,Pn=pP (xk >O,pk>0,k=1,2,...,n)

postignuta za one vrijednosti X, Xa, ..., X, za koje je

ayx; _ a,x, _ _ 4, X,

P D Dy
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(b) Ako je P konstantno, tada S dostize svoju najmanju vrijednost za

ax, a,x,  _ax,

pl p2 pn

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (*) zaista dobijamo :

Pl P2 Pn Pl p2 Pn
al aZ an pl pZ pn
ax ax p1+p2t+..tpp
ll+ 2°v2 n

Pl ) pn| P 2 +..+p, "
S(& (P_j (P_ P P2 Py
al a2 an pl + p2 +...+ pn

p1 P2 Pn p1tp2+.tpp
:(ﬂ (P_J (P_ S ] _x
(11 612 an pl +p2 +"'+pn

Dakle, P je uvijek manje ili jednako od konstante K, a u slucaju kada je
a,x, a,x, a,x

= =..=——", P je jednako konstanti K. To zna¢i da u ovom
pl p2 pn
posljednjem slucaju P ima najvecu vrijednost.
, . A X;  a,X a,x . N
Zaista, ako je ——L=—22 = =""""—¢ (teR) , odavde imamo da vrijedi:
D 1) Py

a, "X, =p;-t; Ay Xy =Py -td, X, =D, L. (1) , pa je u tom slucaju

. : X X X
S:t-(p1 +p, +...+pn). Takode, iz (1) je ﬂ=—1; &z—z; ...&z—",pa e

a t a, t X, t

iz posljednje nejednacine vrijediti sljedece:

Pl P2 Pn p1+p2+..tpp
PS(&} [p_j [P_j [ S J _
Cll a2 an pl +p2 +...+p”

11 P2 Pn Pl P2 P
= ﬁ . X_2 cen x_” . ZPI*PZ*--*Pn — X X2 Xn X tp1+p2+...+pn —
t t t tPl*PZ*-u*l’n

:_xlpl .xfz ...xp" =K

. e g e C oy . ax a,x a x
tj. vrijedi jednakost, odakle zakljuéujemo da, zaista, za —— = —2"% = = ,

P dostize svoju najvecu vrijednost.
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(b) Dokaz je slican dokazu pod (a):
s=20 v D, Duln
D P> Pn

(*) \/ a.x Py anx P2 a.x Pn
>(p, + Py +.t p, ) PP (1_1J [ 2 2] [#j -
P 1) P
Pl P2 Pn
=(P1 TP +...+Pn)'P1+P2+-~+p,i/(ﬂj (a—zj ---La” J -P =L
P P> Py

Dakle, S je uvijek vece ili jednako od konstante L, a u sluCaju kada je
ax, a,x, _a,x

n-n

pl p2 pn
posljednjem slucaju S ima najmanju vrijednost. ¢

n

S je jednako konstanti L. To zna¢i da u ovom

Slicna tvrdenja vaze i u slucaju kada umjesto proizvoda P stoji zbir reciprocnih
vrijednosti 1 / x ili kvadrata X, sa koeficijentima.

Pomoc¢u Teoreme 1 ¢emo rjeSavati sljedece zadatke.

Primjer 1: Od svih trouglova datog obima odrediti onaj koji ima najveéu povrsinu.

Rjesenje: Povrsina trougla ¢ije su duzine stranica a,b,c iznosi
P=/s(s —a)(s —b)(s—c)

gdje je a+b+c=2s (s-poluobim trougla). P ima najveéu vrijednost kada i

P? = s(s —a)(s —b)(s —c). Kako je zbir Cinilaca s—a+s—b+s—c=s stalan,
povrSina je najveca kada su svi Cinioci jednaki (Teorema 1-opsti zadatak sa
ekstremima) tj. kadaje s—a=s—b=s—c tj. a=b=c.

Dakle, od svih trouglova datog obima najvecu povrSinu ima jednakostrani¢an

trougao. ¢

Primjer 2: U loptu poluprecnika R upisati kvadar najveée zapremine.

RjeSenje: Neka su dimenzije kvadra x,y,z , tada je (2) x? +y2 +2z2 =4R? |

zapremina kvadra V =xyz. V dostize maksimum kada i yi=x? y222 , pa prema
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2 =22 odnosno za x=y=z (jer je zbir

, . 4R?
x? +y2 +z° konstantan), pa iz (2) imamo 3x2 =4R? = x* :T odnosno,

Teoremi 1 V ¢e biti najvece za x?= y

x:y:z:—

5

Dakle, trazeni kvadar je kocka ivice 2R ¢ija je zapremina V =§R3 V3.

V3

Primjer 3: Od svih valjaka upisanih u datu kupu naéi onaj ¢iji omota¢ ima najvecu
povrsinu.
RjeSenje: Posmatra¢emo osni presjek kupe (sl.1.)

Trouglovi ABC i CEG su sli¢ni, pa vrijedi proporcija:
H: (H-h)=a:x E X

odakle je N

H - x=a- (H-h)......... 3) h
gdje je H visina trougla ABC iz tjemena C,
a h je visina upisanog valjka, a = AB je precnik

osnove kupe, x je pre¢nik osnove valjka.
A sl. 1
Iz jednacine (3) mozemo izraziti visinu valjka:
L ) (4)

a
Povrsina omotaca valjka je M =x -7 -h,pa, kadauM iz (4) uvrstimo h, dobicemo

M:M .......... (5)

Kvadratna funkcija u brojniku postize svoju najveu vrijednost u tjemenu tj. za

b . . H
x =——, odakle je x=2 Utom slucajuje h=—.
2a 2 2
- v (s N . L 7
II nadin PovrSinu omotaca iz (5) mozemo i ovako napisati: M =—-x-(a—x).
a

.. . mH . . .
Posto je — konstanta, a zbir x + (a —x)=a, je takode konstanta, iz Teoreme 1
a

zakljuCujemo da ¢e proizvod x-(a—x) biti maksimalan za x=a—x, odakle

. a
dobijamo x = 3

Dakle, najvecu povrsinu omotac¢a imacée onaj valjak Ciji je poluprecnik osnove
jednak polovini polupre¢nika osnove kupe, a visina valjka jednaka polovini visine

kupe. ¢
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Primjer 4: Od svih kutija bez poklopca oblika pravouglog paralelopipeda i date

povrsine, naci dimenzije kutije maksimalne zapremine.

RjeSenje: Oznacimo stranice kutije tj. pravouglog paralelopipeda sa x,y,z.
PovrSina S je poznata i vrijedi S = xy+2xz+2yz. Iz Kosijeve nejednakosti

(nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine) slijedi:

3 3
(%) z[xy+2);z+2zyJ Z4x2y222

3
Zapremina kutije je V' =x-y -z t. v?=x? 'yz . z? S%(%) odakle je

Dakle, maksimalna zapremina se postize za xy =2xz =2zy ( Teorema 1), jer je
zbir S = xy+2xz+2yz konstantan, pa je X =y, y = 2z. Sada je

X
S=x>+2x-=+x? =3x2,

2
alodavdeslijedi:xzyz\/g;z=l\/E . ¢
3 2\3

Primjer 5: Koja od pravilnih Cetvorostranih piramida sa istom bocnom ivicom a ima
najvecu zapreminu?
Rjesenje: Oznacimo sa X ivicu na osnovi.

Tada je a*> = H> + x/2 (iz pravouglog ANASD)

D

konstantna. Zapremina

piramide je V =BeH / 3, je najveca kada je

3V =x*-H=x* -(Hz)%

odnosno
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pa je tada

2 _ap 2y~ @
a“ =3H“EH=—
V3
L'x2 2 2
21 :1-? . XT:ZH2
2

2
Kada H uvrstimo u (6) dobi¢emo da je x = Ea

Dakle, zapremina pravilne ¢etvorostrane piramide je najveéa za x=—a i

2
NG

4q°
1znosi Vz—\/g. 3
27

Primjer 6: [z pravougaone metalne ploce treba izraditi korito sa presjekom oblika
jednakokrakog trapeza, tako da povrSina presjeka bude maksimalna.

RjeSenje:
Ako je du'ina kraka trapeza x, a du'ina kra}e osnovice y, tada je

y + 2x = a = const. z y

Povrsina presjeka je

po W2y ()

2

—(y+2) (422 (r-2)2 o3

Za faktore na desnoj strani vazi:
2(y+z) + (x+z) + 3(x-z) = 4x + 2y =2a = const.

Dakle, P je najvece za:
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—2¥TE odaklejex=y,z=%

. z 1
pajecosa=—=—=a=60°
X
Trapez dobijen na ovaj nacin je, prema tome, “donja polovina” pravilnog Sestougla.

L4

Sada ¢emo, na nekoliko primjera, pokazati primjenu tzv.opSteg zadatka sa

ekstremima tj. teoreme 1 na trigonometrijske funkcije:

Primjer 7: Odrediti maksimum funkcije:
y=1+sin*x—sin*x (O<x<%j
RjeSenje:  Kako je sin’x—sin*x=sin’x-(1-sin’x) (7) i kako je zbir

sin” x+1—sin? x=1 konstantan, vidimo da izraz na desnoj strani jedna¢ine (7)

postize maksimalnu vrijednost za  sin®>x=1-sin’x tj. za sin’x= 5 =
. 2 0 o . . .
smx=7 = x=45". ZakljuCujemo da data funkcija postize maksimalnu

vrijednost za x =451 ta vrijednost iznosi: y, . = rE .

Primjer 8: Odrediti maksimum funkcije
y=sin” x-cos? x (0< x<§j (p>0, g>0)
)4 q
Rjesenje: Napisimo datu funkciju ovako y = (sin” x)2 - (cos” x)?2

sin®x cos’x
P
2

Prema Teoremu.1 funkcija y postize maksimalnu vrijednost za

RIS

(jer je sin” x +cos® x=1) tj. za
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. 2
sin” x . : : .

> =P o sin2x=L cos’x & sm2x=£(l—sm2 X), pa nakon sredivanja
cos” x q

q q
dobijamo kona~no da je sinx = / P ; COSX = , 4
p+tq p+tq
P q
E 5 p q
pt+q ptq pPtq p+q

Primjer 9: Odrediti ekstremne vrijednosti funkcije :

y =1tgx + ctgx (0<x<27r)

RjeSenje: Data funkcija je definisana za x # %,72',37”. Kako je tgx-ctgx =1, data
funkcija poprima minimum za fgx=ctgx odnosno za tg°x=1. (Teoremal (b)).

Odavde zakljucujemo da za 7gx =1 tj. za x =% funkcija poprima maksimum 2, a za

tgx=-1tj.za x= 37” funkcija poprima minimum —2. ¢

Primjer 10: Oko lopte poluprecnika R opisati pravu kru'nu kupu najmanje
zapremine.

CS

osnovici, a tacka O (centar sfere) se nalazi na simetrali unutrasnjeg ugla kod tjemena

Rjesenje: Prema oznakama na slici , gdje je |AB| =2r, =h, 2a suuglovi na

A. Iz AASO nalazimo da je ctgaz%érzR-ctga. Iz AASC je

tg2a=ﬁ:>h=r-tg2a
r

C
a
A S B
. Do . o . 2R
iz posljednje jednakosti , nakon sredivanja, dobijamo % = — >
l-tg”ax
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3
pa je zapremina kupe V = 2, Rz

2

5 . Funkcija V dostize najmanju
g a- (l—tg a)

3
vrijednost onda kada tgza(l - tgza) ima najve}u vrijednost. Kako je

tg2a>0, 1—tg2a>0 zaO<a<rm/4i tg2a+1—tg2a=l,topremaTeoremi 1,

izraz tgza(l - zgza) dostize najvecu vrijednost ako je tgza =1- tgza , odakle

je tgza =%, odnosno fga =L. Odavde slijedi da je r=RJ2 i h=4R

V2
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